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Topologie et Analyse Fonctionelle

Exercice 1 (Suites de Cauchy).

1. Soit (x,,) € RN une suite convergente. Montrer qu’elle est de Cauchy : pour tout £ > 0, il existe N € N tel
que |z, — z,| < € pour tous m,n > N.

2. Soit (z,,) € RN une suite de Cauchy.
(a) Montrer que (z,,) est bornée.

(b) Montrer que u,, = Supy>,, 5 définit une suite décroissante. En déduire que ¢ = infenuy, € R est une
valeur d’adhérence de (z,,) : pour tous € > O et N € N, il existe n > N tel que |z, — ¢| < €.

(c) Montrer que (x,,) converge vers /.

Exercice 2. Montrer qu’une suite (z,,) € R" converge si et seulement si elle est bornée et admet une unique
valeur d’adhérence.

Exercice 3 (Convergence uniforme).
Soient f,,: [0,1] — R, n € N, des fonctions continues, vérifiant le critere de Cauchy uniforme :

Ve >0, 3N e Ntq.Vn,m > N,V € [0,1], |fu(z) — fi(2)| <e.

1. Montrer que la suite ( f,,),, converge simplement vers une fonction f: [0,1] — R.

2. Montrer que la convergence est uniforme : pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tous n > N et
z € [0,1], [fu(z) — f(z)] <e.
3. Montrer que f est continue.

Exercice 4 (Fonctions Lipschitziennes, uniformément continues, continues).

1. Soit f: [0,1] — R une fonction Lipschitzienne :
Il existe K > O tel que |f(z) — f(y)| < K|z — y| pour tous z,y € [0, 1].
Montrer que f est uniformément continue :
Pour tout € > 0, il existe & > 0 tel que pour tous z,y € [0,1] t.q. |x —y| < d,ona|f(z) — f(y)| < e.

2. Donner un exemple de fonction uniformément continue qui ne soit pas Lipschitzienne.
3. Montrer que toute fonction f: [0, 1] — R uniformément continue est continue.

4. Montrer que si f: [0,1] — R n’est pas uniformément continue, alors il existe € > 0, z € [0, 1] et deux suites
(21)n, (Yn)n € [0, 1]N convergeant toutes deux vers x et vérifiant | f (2,,) — f(yn)| > € pour tout n € N.

5. En déduire que toute fonction continue sur [0, 1] est uniformément continue.

6. Donner un exemple de fonction continue sur |0, 1] qui ne soit pas uniformément continue.

Exercice 5 (Normes sur R™).
1
Pourp > letx € R" onnote ||z, = (35— |zx[”)>.

—

. Soient p,q > 1 tels que % + % = 1. Montrer que pour tous a,b > O on a

al b
ab < — + —.
b q

(On pourra étudier la fonction a — % + % —ab.)



2. En déduire I’inégalité de Holder :
n
> lwiywl < llzlllyll, — Voy e R™
k=1

(Si z et y sont non nuls on pourra appliquer la question précédente a a = |zi|/||z[[, et b = |yx|/||yll, puis
sommer.)

3. En déduire que ||- Hp vérifie I'inégalité triangulaire (Minkowski) et définit donc une norme sur R".

4. Représenter graphiquement 1’allure des boules unités
Bl — {:c € R?: ||, < 1},

pour p > 1. Ces normes sont elles équivalentes ?

Exercice 6 (Ouverts d’un espace vectoriel normé).
Soit (E, ||-||) un R-espace vectoriel normé. Une partie U C E est un ouvert si pour tout z € U il existe
r > 0 tel que la boule B(z,r) = {y € E: ||x — y|| < r} soit incluse dans U.

1. Montrer que pour tous = € E et r > 0, la boule B(z, ) est un ouvert.

2. Montrer qu’une union quelconque d’ouverts est un ouvert.

3. Montrer qu’une intersection finie d’ouverts est un ouvert.

4. Donner un exemple d’intersection dénombrable d’ouverts qui ne soit pas un ouvert.
Exercice 7 (Continuité et ouverts).

Soient (E, ||-|| z) et (F,||-|| ) des R-espaces vectoriels normés. Une application f: £ — F est continue si
pour tous € > O et x € E il existe § > 0 tel que pour touty € B(z,d) C E on ait f(y) € B(f(x),e) C F.

1. Soit f: E — F une application continue. Montrer que pour tout ouvert U C F, I'image réciproque V =
f~1(U) est un ouvert de E.

2. Réciproquement, montrer que si f: E — F est telle que I’image réciproque de tout ouvert de F' soit un ouvert
de E, alors f est continue.

Exercice 8 (Identité du parallélogramme).
Soit F un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-, -) et de la norme associée ||-||. Montrer que

lz +y? + e —yl* = 2llz)* + 2llylI*  Vz,y € E.

Exercice 9 (Famille orthonormée).

Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-, -) et de la norme associée ||-||. Soit (u1, ..., uy,)
une famille orthonormée : pour tous ¢, j € {1,...,n},
0 sii##j,
(ui7uj> = .. .
1 sit=3j.

1. Soient A1,...,\, € Retx = A\jug + -+ M\u, € E. Calculer (z, u;) pour touti € {1,...,n}.
2. Montrer que la famille (u;); est libre.
3. Soit P: E — E,z + Y_,_;{(u;, z)u;. Montrer que P est une projection linéaire (i.e. P € L(E) et P2 = P)
etque (z — P(x),u;) =0pourtousx € Feti € {1,...,n).
4. Montrer que ||z||* = ||z — P(z)||* + || P(z)||* et en déduire Iinégalité de Bessel :
n

D (ui,z)? < zf?  VzeE.

=1



